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Занятие 1. Понятие неопределенного интеграла. Метод замены  

переменной 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1. Что такое первообразная функции?  

2. Что называется неопределенным интегралом? 

3. Заполните таблицу интегралов: 

1.  duu
                                                     

2.  du  

3.  
u

du
 

4.  duau
 

5.  dueu
                                                          

6.  udusin                                                         

7.  uducos    

8.  tgudu                                                                                                  

9.  ctgudu                                                   

10.  
u

du
2cos

                                                

11.    
u

du
2sin

                                 

12.    
u

du

cos
                                  

13.    
u

du

sin
                                  

14. 
21

du

u



 

15. 
21

du

u



  

16.    
 22 ua

du
              

17.    
 22 ua

du
      

18.   
 22 au

du
             

19.    
 22 ua

du
         

 

4. Запишите формулу замены переменной в неопределенном интеграле:  

__________________________________________________________________  

5. Изучите метод подведения множителя под знак дифференциала и заполни-

те пропуски: 

( )dx d x a  ,                                 ( )dx d kx , k const , 

cos ( )xdx d ,                 sin ( )xdx d , 
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xdx                                                   dx
x

1
 

( )xe dx d ,                                 
1

( )dx d
x

 ,   

2

1
( )

cos
dx d

x
 ,                      2

1
( )

sin
dx d

x
 . 

 

1.1. Вычислить интегралы от функций приведением их к табличным ин-

тегралам. 

а)  3 22 5 7 3x x x dx     

 

б) 
3

1
2x dx

x

 
  

 
  

 

в) 3sinxdx   

 

 

г) 
1

sin3
2

x dx
x

 
  

 
  

 

 

д) 
2

1
3

9

x dx
x

 
  

 
  

 

 

е) 
2

5
4cos2

sin
x dx

x

 
  

 
  
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ж) 7 3

2

5 7
8

2 1
x x dx

x

 
   

 
  

 

 

 

 

1.2. Используя таблицу и основные свойства неопределенного интеграла, 

найти интегралы: 

а) 
216 9

dx

x



  

 

б) dxx  43 = 

 

в)   dxx534  

 

г)  dxx2sin  

 

 

 

 

 

1.3. Найти интегралы: 

а)   dxbxa )sin( = 

 

б) 
 542 xx

dx
= 
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в) 


 dx
x

x 2ln
 

 

г)  


dx
x

xarctg
2

2

1
 

 

 

д)  
xxctg

dx
24 sin

 

 

 

е) 



32x

xdx
 

 

 

 

1.4. Используя метод замены переменной, вычислить интегралы: 

а) 
3sin cosx xdx   

 

 

б) 
5ln xdx

x
  

 

в) 
2 1

xdx

x


  

 

 

г) 
 

2

23 1

x dx

x



  
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д) 
29 ln

dx

x x



  

 

 

 

е) 
2

cos3

sin 3 10

xdx

x



  

 

 

 

 

 

ж) 
2

1
sinx

x dx
x


  

 

 

 

 

 

 

 

 

1.5. Вычислить интегралы, используя подходящую подстановку: 

а) 
sin

cos 1

xdx

x


  

 

 

 

б)  dxxex 23
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в) 
2

5 1

4

x
dx

x





  

 

 

 

 

 

 

 

+ дополнительные задания (1)-(3) 

 

Занятие 2. Интегрирование по частям в неопределенном интеграле (1 час) 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1. Запишите формулу интегрирования по частям для неопределенного ин-

теграла ( ) ( )u x dv x  _________________________________________________ 

2. Заполните таблицу (по образцу):  

 

 )()( xdvxu  )(xu  )(xdv  

 dxexP x
n

)(                                     

 axdxxPn cos)(  

 axdxxPn sin)(  

 arctgxdxxPn )(  

 xdxxPn arcsin)(  

 xdxxPn ln)(  

 bxdxeax cos  

 bxdxeax sin  

)(xPn  dxeax
 

 

2.1. Продолжите нахождение интегралов: 

а) xx e dx   
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б) lnxdx  

 

 

 

в) sinx xdx   

 

 

 

г) arcsindx  

 

 

д) 2 cosx xdx   

 

 

 

 

е) cosxe xdx   

 

 

 

 

 

 

 

 

ж) arctgxdx   
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2.2. Вычислить интегралы: 

а)  x

xdxx
3sin

cos
= 

 

 

 

 

б)  
 x

xdx

1

arccos
= 

 

 

 

 

в)   dxe x
= 

 

 

 

 

г)  dx
x

xlnln
= 

 

 

 

 

+дополнительные задания (4)-(6) 

 

Занятие 2, 3. Интегрирование рациональных дробей.  (3 часа) 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1. Что такое рациональная дробь?  Какая дробь называется правильной (не-

правильной)? 
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2. Закончите предложение: «Любую неправильную рациональную дробь 

можно представить в виде суммы __________________________________ 

_____________________________________________________________________» 

3.  Укажите основные типы простейших дробей: 

I. 

II. 

III. 

IV. 

4. В чем заключается алгоритм интегрирования рациональной дроби? 

 

3.1. Вычислить интегралы: 

а)   2x

dx
= 

б)   3)2(x

dx
= 

 

 

в)   222 xx

dx
= 

 

 

 

 

г)  


dx

xx

x

134

76
2 = 

 Решение. Дискриминант квадратного трехчлена в знаменателе подын-

тегральной дроби отрицателен, поэтому данная дробь – простейшая третьего типа. 

Сначала найдем производную знаменателя дроби: 

 

Затем выделим производную знаменателя в числителе дроби: 
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Выделим полный квадрат знаменателя: 

 

Получим 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

д)  


dx

xx

x

1

14
2 = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.   Найти интегралы: 

а)  3

4

x

dx
= 

б)   3)2(

11

x

dx
=  
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в)    29102 xx

dx
= 

 

 

 

 

г) dx
xx

x
 



172

6
2

= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

д) 
 


22 294xx

dx
= 
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3.3. Запишите в виде суммы простейших дробей с неопределенными ко-

эффициентами следующие дроби: 

а) 
)2)(1(  xx

x
= 

б) 
)3(

1
2 



xx

x
= 

в) 
)1)(1(

12
2 



xxx

x
= 

г) 
222 )1()1(

1





xxx

x
= 

 

3.4. Найти интегралы: 

а)  


dx

xx

x

)2)(3(

47
 

Решение. Подынтегральная дробь – правильная. Разложим ее на сумму про-

стейших дробей. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) dx
xx

x
 


2

2

)1)(1(

2
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в)   )1)(1( 22 xx

xdx
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г)  


dx

xxx

x
23

5 1
 

Решение. Данная подынтегральная дробь – неправильная, поэтому сначала 

выделим целую часть,  поделив числитель на знаменатель «столбиком»:  

 

 

 

 

 

 

 

 

То есть 




xxx

x
23

5 1
 

Отсюда  


dx

xxx

x
23

5 1
=  

 

Разложив на множители знаменатель полученной правильной дроби, предста-

вим ее в виде суммы простейших: 
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Тогда  



 dx

xxx

x
23

5 1
 

 

 

3.5. Вычислить интегралы: 

а)  


dx

xxx

xx

)65()1(

47
22

2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) dx
xx

xx
 



4

8
3

45
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3.6. Продолжите нахождение интегралов: 

а)   








 dx

dtdxete

dx
ee

ee

xx

xx

xx

;

32

13
2

2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б)   )2)(sin1(sin

cos

xx

xdx
= 







dt

xddt

tx

)(sin

sin

= 
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+ дополнительные задания (7) - (8) 

 

Занятие 4. Интегрирование тригонометрических функций 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1. Запишите универсальную тригонометрическую подстановку: 

__________________________________________________________________ 

В каких случаях она применяется?  

2. Для приведенных далее интегралов вида   xdxx mn cossin , где mи n -  

рациональные числа, укажите метод интегрирования:  

                                                      метод интегрирования 

1)  x

xdx
5

3

sin

cos
; 

2)  xdxx 22 cossin ; 

3)  dx
x

x
3 6cos

sin
; 

4) 
xx

dx
73 cossin

; 

5)  xx

dx
32 cossin

; 

6)  xx

dx
2cossin

; 

7)  x

xdx
4

3

sin

cos
; 

8)  xdx4sin . 

4.1. Вычислить интегралы:  

а)   xx

dx

sin2cos2
= 
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б) 
sin

dx

x = 

 

 

 

 

 

 

4.2.  Найти интеграл   x

dx
2sin1

. 

Решение. 

Поскольку подынтегральная функция ______________ относительно xsin , то 

применим подстановку ______________________________________________ 

Получим 
 x

dx
2sin1
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4.3. Найти интегралы: 

а)  
22sin cos

dx

x x = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б)  3

3

coscos

sin

xx

xdx
= 

 

 

 

 

 

 

в)   xdxx 24 cossin = 
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г)  xdxtg5 = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.4. Вычислить интегралы: 

а) 
 3cos5 x

dx
 

 

 

 

 

 

 

 

б)  x

xdx
4

3

sin

cos
 

 

 

в)  dx
xx

2

3
sin

2
sin  
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г)  xdxctg3  

 

 

 

 

 

 

+ дополнительные задания (12) – (13) 

 

Занятие 5. Интегрирование иррациональных функций 

Вопросы для подготовки к занятию:  

1. Какая подстановка применяется при вычислении интегралов вида 

( , ,..., )
ax b ax b

R x dx
cx d cx d

 
 


    

   
    

? _____________________________________ 

2.  Какие подстановки сведут интеграл   dxbxax pnm )(  к интегралу от ра-

циональной дроби: 

а) если p – целое число, то _________________________________________ 

б) если 
n

m 1
 - целое число, то ______________________________________ 

в) если p
n

m


1
 - целое число, то____________________________________ 

    3.   Напишите, какие подстановки сведут интегралы от дифференциальных 

биномов к интегралу от рациональной дроби. Напишите значение параметров 

pnm ,, . 

 1. 
 23 )1( xx

dx
     ; ;m n p    

 2. 
3 31 x

dx
      ; ;m n p    
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 3.   dxxxx 35 33     ; ;m n p    

 4. 


dx
x

x

1
     ; ;m n p    

 5. 
 31 xx

dx
     ; ;m n p    

 6. 
3 33 2 xx

dx
     ; ;m n p    

 

5.1. Найти интегралы:  

а) 
 3 xx

dx
= 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) 
 12)12(3 2 xx

dx
= 
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в) 
 522 xx

dx
= 

 

 

 

 

 

 

5.2. Найти интеграл 




86

43
2 xx

x
. 

Решение. 1. Находим производную подкоренного выражения знаменателя. 

 

2. Выделяем в числителе производную подкоренного выражения знаменателя. 

 

 

3. Исходный интеграл можно переписать в виде суммы интегралов: 

 

 

 

4. Вычислим отдельно каждый из полученных интегралов. 

 

 

 

 

 

 

 

5. Окончательно получаем: 




86

43
2 xx

x
= 
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5.3. Найти интегралы: 

а) 
   




dx

xx

x
5

63

3

221

23
 

 

 

 

 

 

 

 

б)  



dx

xx

x

185

73
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.4. Найти интегралы: 

а)  
 104 )1( xx

dx
= 
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б) 
 24 1 xx

dx
= 

 

 

 

 

 

 

 

 

в)   
 

 2222

3

xaxa

dxx
= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.5. Вычислите интегралы: 

а)  


dx
x

x3 61
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б) 
 

 


3221 x

dx
 

 

 

 

 

 

 

 

 

+ дополнительные задания (9)-(11) 

 

Занятие 6-7. Определенный интеграл и его приложения (3 часа) 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1. Допишите формулу Ньютона – Лейбница: 

 
b

a

dxxf )( __________________________________________________________ 

2. Запишите формулу замены переменной в неопределенном интеграле:  

__________________________________________________________________ 

При каких условиях она справедлива? 

3. Формула интегрирования по частям в определенном интеграле имеет 

вид:  

__________________________________________________________________ 
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4. Запишите формулы для вычисления площадей фигур, изображенных на ри-

сунках 

 

_______________          _________________             ____________________ 

 

5. Длина дуги кривой )(xfy   от точки ))(,( afaA  до точки ))(,( bfbB  вычис-

ляется по формуле ________________________________________________________ 

6. Объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox криволинейной тра-

пеции, ограниченной кривой )(xfy   )0)(( xf , и прямыми 0y , ax  , bx , 

вычисляется по формуле: __________________________________________________ 

7. Если тело образовано при вращении вокруг оси Oy  криволинейной трапе-

ции, ограниченной кривой )(yx   ( 0)( y ) и прямыми 0x , cy , dy  , то 

объем тела вращения равен _____________________________________________ 

8. Если дуга кривой )(xfy    ( bxa  ) вращается вокруг оси Ox , то пло-

щадь поверхности вращения вычисляется по формуле: 

____________________________________________________________________ 

 

6.1. Вычислить следующие интегралы: 

 

а) 
4

0

2sin



xdx= 

 

 

 

 

б) 
e

dx
x

x

1

2ln
= 

)(xfy   

a b O 

y 

x 

)(xfy   

a b 

O 

y 
x 

)(2 xfy   

)(1 xfy   

a b O 

y 

x 
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в) 


9

1 25 x

dx
= 

 

 

 

 

 

 

 

г)   
3

2

7)3( dxxx =  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

6.2. Вычислить интегралы: 

а)  


1

0

dxxe x  

 

 

 

б)  
e

xdxx
1

ln)1( = 

 

 

 

 

 

 

 

 

в) 
1

0

arctgxdx= 
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г) 
4

0

2 2sin



xdxx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.3. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой xy sin , прямыми 

0,
4

,
6

7
 yxx


 . 

Решение. Выполним чертеж.  
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6.4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 62  xy  и 

652  xxy . 

Решение. 

1) Выполним чертеж: 

Вычислим координаты вершины параболы 652  xxy : 

 

 

Найдем абсциссы точек пересечения графиков данных функций: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) Находим искомую площадь: 
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6.5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
2

sin
x

y  , 

2
cos

x
y  , 0x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.6. Вычислить длину дуги кривой xy sinln от 
3

1


x  до 

3

2
2


x . 

Решение. Воспользуемся формулой: 

 

 

Для этого: 1) находим производную данной функции: 
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2) Преобразуем выражение  2)(1 y  

 

 

 

3) Находим длину дуги  

 

 

 

 

6.7. Найти объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной 

линиями  

а) 0;4;1;6  yxxxy , вокруг оси Ox; 

б) 6; 1; 4; 1xy x x y    , вокруг оси Oy . 

 Решение.          

а) Если ось вращения -  Ox, то объем 

тела вращения равен: ___________________  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) Если ось вращения -  Oy , то объем тела вращения равен:  __________________ 
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6.8. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Оу фигуры, 

ограниченной линиями 
2162 xy  , 04y , 0y . 

Решение. 

 Используем формулу: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.9. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 

1;22  yyx  вокруг оси Оу. 

Решение.  
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Воспользуемся формулой: 

 

Для этого: 1) находим производную функции x  по переменной y : 

 

 

 

2) Преобразуем выражение  2)(1
y

x  

 

 

 

3) Находим 
y

S  

 

 

 

 

 

 

+ дополнительные задания (14)-(21) 

 

Занятие 7. Несобственные интегралы (1 час) 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1. Несобственный интеграл  I  рода определяется следующим образом:  

а) 


a

dxxf )( =____________________________________________________ 

б) ( )
b

f x dx

 =___________________________________________________ 

в) ( )f x dx



 =___________________________________________________ 

2. Несобственный интеграл  II  рода определяется следующим образом:  

а) если функция ( )f x  терпит бесконечный разрыв в точке x b , то  
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( )
b

a

f x dx _________________________________________________ 

б) если функция ( )f x  терпит бесконечный разрыв в точке x a , то  

( )
b

a

f x dx _________________________________________________ 

в) если функция ( )f x  терпит разрыв во внутренней  точке отрезка  ;a b , то  

( )
b

a

f x dx _________________________________________________ 

3. В каком случае несобственный интеграл сходится? расходится? 

 

7.1. Вычислите несобственный интеграл (или установите его  расходи-

мость): 

а) 


0

cosxdx  

 

 

 

 

 

 

 

б) 




1

2x

dx
 

 

 

 

 

7.2. Продолжите нахождение несобственного интеграла 


  21 x

dx
. 

Решение. Подынтегральная функция четная, поэтому 


 


 0
22 1

2
1 x

dx

x

dx
. 






0
21 x

dx
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Таким образом, 





21 x

dx
 

 

 

7.3. Вычислите несобственный интеграл (или установите его  расходи-

мость): 

а) 
1

0
x

dx
 

 

 

 

 

 

б) 


2

0
2 x

dx
 

 

 

 

 

 

 

 

в) 


27

8
3 x

dx
 

 

 

 

 

 

7.4. Исследовать сходимость интегралов. 

а) 


1

1
2x

dx
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б) 




0

2

dxxe x  

 

 

  

 

 

 

 

 

в) 




 )4)(1( 22 xx

dx
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

г)  


4

1
2 6xx

dx
 

 

 

 

 

 

 

+ дополнительное задание (22) 



Дополнительные задания. 

     Вычислить интегралы:  

1) 
x x

dx

e e



; 

2) 2 2 3(cos sin ) 1 sin2x x xdx    ; 

3) 
2

7sin 5sin2

cos

tgxe x x
dx

x


 
; 

4) sin2 lnsinx xdx  ; 

5) 2 1
ln

1

x
x dx

x






; 

6) 2x adx  ; 

7) 
 4

2 8 4

5 1

( 2 1)

x
dx

x x x




 
; 

8) 
2

4

1

1

x
dx

x





; 

9) 
1 2

dx

x x


  
; 

10) 
( 1)

1

x x
dx

x x




 
; 

11)  
2( 1) 2 3

dx

x x x


   
; 

12)  
2 2sin cos

dx

x x



; 

13)  cos cos3 cos5x x xdx   ; 

14)  
4

2

3 xdx  ; 

15)  
0

1 cos2

2
d

 



; 

16) 
 

4

2 31 3

( 1)

3 4 3 4 1

x dx

x x




   
; 

17)  
2

0

sin

1 cos

x x
dx

x







; 

18)  Доказать:
1 2

1
42

cos

arcsin

dx x
dx

x x




  . 

19)   Найти площадь фигуры, ограни-

ченной: 

а) кривой 
22 xy x e   и её асимптотой; 

б) линиями 2cos3r   и 1r  , ( 1)r  ; 

в) кривой 
sin2

sin

x t

y t





. 

20) Вычислить длины дуг кривых: 

а) 2 arcsin 3y x x x    ,  
1

1
16

x  ; 

б) 
(cos sin )

(cos sin )

t

t

x e t t

y e t t

  


 
,   0

4
t


  ; 

в) 
1

1 cos
r





 от  0   до 

2


  . 

21) Найти объем тела, полученного 

вращением фигуры, ограниченной ли-

ниями: 

а)  arccosy x , arcsiny x , 0y   во-

круг оси Oy ; 

б) 
22 xy x e  вокруг своей асимптоты. 

22) Исследовать сходимость интегра-

лов: 

а)  
1

arctgx
dx

x



 ;   б) 
2

2
0 4 3

dx

x x


 
. 

 


